Zur Potentialtheorie 


von 


Leon Lichtenstein. 


In einem vor kurzem veröffentlichten Aufsatz, Über einige 
Hilfssätze der Potentialtheorie. I?) babe ich eine Anzahl neuer Sätze 
aus der Theorie des Potentials einfacher und doppelter Belegungen, die 
bei verschiedenen höheren Randwertproblemen, so'z. B. bei gewissen 
Existenzbeweisen der Hydrodynamik zur Verwendung kommen, 
bewiesen. Die vorgenannten Potentiale werden dabei als Funktionale 
der Randkurven oder Randflächen aufgefaßt. Diese Untersuchungen 
werden auf den folgenden Seiten fortgesetzt, wobei sich verschie- 
dene neue Sätze ergeben. Bei der Abfassung der vorliegenden Ab- 
handlung ist sorgfältig darauf geachtet worden, daß sie, auch ohne 
Kenntnis der vorhin zitierten Arbeit, verstanden werden kann. Ein- 
zelne Wiederholungen ließen sich aus diesem Grunde nicht gut 
vermeiden. 

Es sei 7 irgendein beschränktes einfach oder mehrfach zu- 
sammenhängendes Gebiet, dessen Begrenzung S aus einer endlichen 
Anzahl geschlossener, doppelpunktfreier Flächen mit stetiger Nor- 
male, die einander weder schneiden noch berühren, besteht. Be- 
kanntlich läßt sich S in eine endliche Anzahl Stücke I",..., 3" 
zerlegen, so daß in jedem einzelnen dieser Stücke entweder æ eine 
(eindeutige) stetige Funktion von x und y ist, die stetige Ableitun-. 
gen erster Ordnung hat, oder y eine ebensolche Funktion von x 
und z, oder schießlich z eine gleich geartete Funktion von x und y 
darstellt. Es können natürlich auch alle drei Möglichkeiten zugleich 
bestehen. Man kann sich auch so einrichten, und wir wollen dies 


1) Mathematische Zeitschrift, Band 23 (1925), S. 72—88. 
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im folgenden voraussetzen, daß die einzelnen Bereiche X® die Flä- 
che S „dachziegelartig“ überdecken. Es sei etwa in I 


2ER (ah): 


Die Funktion f™ ist im Innern und auf dem Rande eines von einer 
Jordanschen Kurve ©") mit stetiger Tangente begrenzten ebenen 
Gebietes, kürzer in einem Bereiche TC) (in T®+&®), erklärt und 
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. Wir setzen 
darüber hinaus fest, daß, unter (£, Yı) (2,4) zwei Punkte in 
TV) HS", unter r; ihren Abstand verstanden, 

J | | 
Eoen ) — Ê foenn) |) a eona on) | < Mh 
gilt. Beziehungen dieser Art bestehen für jedes Flächenstück J”. 
. Sie besagen, daß die Riehtungskosinus der Flächennormale von S 
einer Hölderschen Bedingung mit dem Exponenten 2 genügen: 


(1) ai — aa); [Bi — Bal, fy — rl SEM eh (0< AKI): 


In (1) bezeichnen a,, ĝi, Yı5 @, bz, Ya die Richtungskosinus 
in den Punkten P,(&,,Y1, 21); Pallos Ya, 22) auf S; ô, ist ihr Abstand: 


dia = (2, — x)? (a =Y) F a — a)". 
Es mögen nunmehr 
(2) E (2, 9, 2), n(z, y, 2), É (z, y, 2) 


drei im Innern oder auf dem Rande des Gebietes T, kürzer im 
Bereiche T oder noch einfacher in T+S erklärte stetige Funktio- 
nen bezeichnen, die. daselbst stetige Ableitungen erster Ordnung 
haben und den Ungleichheiten 


E| | 3E] f AA a DREN 
El In, 16I 28; PADEN S J 32%; 
(3) (2$) f BREITER 
( a er =) |S 29dh.. 


JE 
genügen. In (3) bezeichnen =) und (5) die Werte der einge- 
əx) x); 


klammerten Größe in den Punkten (x,,y,,2,) und (£z, Yə, Z2) in 
T -+ S; dia ist ihr Abstand, 


da= (2, — ar Hy + ma). 
3*+ 


. 
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Durch die Gleichungen 
(4) z=2+5 y=y+n z=2+% 


ist, wenn, wie vorausgesetzt werden soll, Q, hinreichend klein ist, 
eine topologische Abbildung des Bereiches 7 auf einem Bereich 7 
erklärt, dessen Begrenzung 5 sich ganz wie S verhält. Die einzel- 
nen Randkomponenten von S, Bilder der Randkomponenten von S, 
sind geschlossene, doppelpunktfreie Flächen mit stetiger Normale, 
die Richtungskosinus ihrer Normale erfüllen gewisse Ungleichheiten, 
die zu (1) analog sind, 

Es sei jetzt È, »,& irgendein System nebst ihren jaspal 


Ableitungen erster Ordnung stetiger Ortsfunktionen in T+ S, die 
den Ungleichheiten 


in 3È] |3 Es 
l&| | . | E . 
el; N, =; | 3x 9 ETA | 3z SR; 


© B-Ëlsea 


genügen. Es sei weiter Ê n, ein anderes System von Funktionen, 
die nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in T- S 
stetig sind und die Ungleichheiten 


E le Jaj Ja] . |8%] 
SER; laz? Ay (Jz S2; 
(6) | (88 aÊ) | k 
3 pal Wi (S), | s Q dh, 


J a 
erfüllen. Auch hier bezeiehnet beispielsweise | S (E= 5) den Wert 
o ’/ı 


der eingeklammerten Größe im Punkte (%4, 41, 21). 
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Augenscheinlich gehören die durch die topologischen Abbil- 
dungen 


z=ac+£..., 2=z4; z=aHtE...., z=z -Ý 


aus T- 5 gewonnenen Bilder T+ $ und T-+S zu der vorhin 
mit T - S bezeichneten Klasse von Bereichen. 

Es sei y eine auf S erklärte stetige Funktion, die stetige, der 
H-Bedingung genügende Ableitungen erster Ordnung hat. Sind œ 
und v die Gaußschen Parameter der Fläche S in der Umgebung 
eines ihrer Punkte, so kann man y als Funktion von œ und v 
auffassen. Es gelten dann die Ungleichheiten 


3y | || 2), - (5%) Na 
9) IK; 3w’ EI dw Jw edlen. 
Wir setzen 
$ ul IR 
(10) x(x, y, 2) = X(T, Y, 2) = X(T, Y, 2) 


und bezeichnen mit 6 den von dem Vektor (x', y’, 2") > (æ, y, 2) 
mit der Innennormale von Š in (#', 4’. 2’) eingeschlossenen Winkel. 
3etrachten wir jetzt die Potentiale der Doppelbelegungen 


(11) W (z, y, 2) = f X z cosġ'do', Wa, y, 2) = f y > eosd'de', 
é r F x f 


unter do’ und do’ Flächenelemente in den zusammengehörigen 
Punkten (a, y, 2); (2, y, 2) auf S’ und $’, unter r und r die 
Entfernung der Punktepaare (x, y. 2), (X, Y, z’); (£, Y, 2), (X, y, 2) 
verstanden. In meiner vorhin genannten Arbeit ist gezeigt worden, 
daß für alle (x,y,2) in T+ S, darum alle (x, y. 2) in T+S und 
(č, y, 2) in T+S und alle den Beziehungen (5), (6), (T) genügenden 
È nt; Ê n Ê gleichmäftig die folgenden Ungleichheiten gelten: 


W-W<e8ß; aW Wing: (E-5) 
(12) aai | Nor dr Ia 
TREE) 
e w Er x A = coada: 
Ir Ix /al 


Für den Beweis dieser und der hierzu analogen Beziehungen 
bei Potentialen einfacher Flächenbelegungen sowie der Volumla- 
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dungen sind a. a. O. zwei verschiedene Wege skizziert worden. 
Beide Male wird eine Schar topologischer Abbildungen des Berei- 
ches T+ S5 auf Bereiche T,+ S, eingeführt, bei der dem Punkte 
(æ, y, 2) der Punkt 


13 + ED ut goa- a= gt- 


zugeordnet wird. Dem Werte e=0 entspricht der Bereich TS, 


dem Werte e— Q der Bereich -+ 5. Offenbar erfüllen 7,+ 8, 
für alle reellen oder komplexen £, so daß |£! <S Q, gilt, die vorhin 
den Bereichen T+ 5 auferlegten Ungleichheitsbeziehungen (3)). 
Mit Rücksicht auf die weiteren Entwicklungen dieser Arbeit wollen 
wir in dem folgenden noch einmal mit einigen Einzelheiten auf die 
früheren Betrachtungen eingehen °). 

Wir setzen r 


(14) Xet: Yes Ze) ES x(x, Y; 2 
und betrachten das Potential der Doppelbelegung 
(15) We, yung E xi 3 cos 0, do, 


Se 


oder, was derselbe ist, 


62 — T, alyı, 2) x) 
We, Tes Ye, =/r| 7 Aw, Sy Ben a + 


2 


(16) Be 2 (Te Ya) 


= (z, =) + (Y: Syy is (z TN 2)? 2): 


1) Für komplexe e bildet die Gesamtheit der komplexen Punkte £s, Ye, Že 
natürlich keinen Bereich mehr. Wenn wir dennoch gelegentlich sagen werden, 
(e, Ye, Ze) liege in Tp- Sp, so soll damit jedesmal nur ausgesagt werden, daß 
(£, y, 2) in T4 S liegt. 

23) An jener Stelle handelte es sich in erster Linie um die analogen Be- 
trachtungen in der Theorie des Potentials einer einfachen Belegung. 

*) In (15) bezeichnet, (für reelle æ) do; das Flächenelement im Punkte 
(Ea Y, ; z’) auf S; % ist der vom Vektor (ei, Y, 3 2) (Te. Ye, Ze) mit der 
Innennormale von S, in (C H y, i z’) eingeschlosscne Winkel, r, der Abstand der 


Punkte (w,, Ye; Ze), (x Y> z’; © und v sind die zur Darstellung von 5 ge- 
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Der Ausdruck (16) hat offenbar auch für komplexe e einen 
Sinn). Es ist nieht schwer zu zeigen, das W,(x,, Ys; 2,) eine für 
alle (x, y, 2) in T+ S und alle £ in der Kreisfläche |e| S Q, ana- 
Iytische und reguläre Funktion von e darstellt. 

Es möge (x, Yı, 21) irgendein Punkt auf S sein. Wir bezeich- 
nen den korrespondierenden Punkt auf S, mit (2,,, Yie) ĉie); den 
Wert von x in (&, yı, 21) mit zı. Nach bekannten Sätzen ist für 
alle (x, y, 2) im Innern von 'T und alle reellen e mit |e| S Q, 


adp e Te e Ya et + FR Marz, Ya) o'dv'=4n, 


r Tr Aal; v’) 3 Aw, v r? Aw’, »*) 


sowie für alle (z,, yı, 21) auf S 


fe — x NY 2 A VACA Ys 
asfi i det A 


le 


den Mo (van, 


der, v’) r, Aw‘, v 


Ir (2, —2,)° + = y.? + (1. — 3%)? 


Die beiden Formeln gelten, da die linke Seite, wie man leicht 
sieht, in bezug auf € analytisch und regulär ist?), auch für kom- 
plexe e mit |e| S Qo. Es ist also, zunächst für alle (x, y,2) im 
Innern von T und alle reellen oder komplexen |e| S Qg, 


brauchten Gaußschen Parameter. Den Ausführungen zu Beginn dieser Arbeit ge- 
mäß können für © und » gewiß entweder x und y, oder y und z oder schließ- 
lich æ und z gewählt werden. i 

1) Wir wählen Q, so klein, daß für alle komplexen e mit |a| < Qy, alle 


zulässigen reellen oder komplexen Ë, h, &; Ê n, È und alle (z, y, z), (æ, y's 2’) 
in T--S gewiß E —>qg>d gilt. 


fiat 
2) Bei dem Beweise kommt die Festsetzung | za =g > 0 (vgl. die Fuß- 
I 


note 1) zur Verwendung. Die Behauptung des Textes ist, soweit es sich um die 
Formel (17) handelt, seibstverständlich. Um sie für den Integralausdruck (18) zu 
beweisen, genügt es, eine kleine Kugel vom Radius d um (%,., Yie» 2.) zu be- 


schreiben und die Beziehung f = lim J für d— 0 zu beachten, unter S den außer- 
S 


halb der Kugel gelegenen Teil von ~S verstehend. Offenbar ist f für alle hin- 


s 
reichend kleinen d © 0O eine für alle |s| < Q, -+ô (ô hinreichend “klein) analyti- 
sche und reguläre Funktion von &, f konvergiert für alle diese e gegen seinen 


8 « 
Grenzwert für d—>0 gleichmäßig, also ist J für alle |e] < Q, +ô, mithin ge- 
R s 
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(2:3 Yes int fie | area e) 


re (wv) 


(19) y,—y9 2; x.) nn 2. Are, Y.) rat 
EaRT + 7 dw da. 


€ 


Diese Formel gibt, wie man sich ohne Mühe überzeugt, den 
Wert von W (£, Ye; 2,) für alle diejenigen (x, y, 2) in T+S, die 
sich in Innern und auf dem Gesamtrande (mit Einschluß der Spitze) 
eines beliebigen geraden Kreiskegels mit der Spitze in (a, Yı, 21) 
um die Normale zu Sin (x,, y,, 21) als Achse und einem Oefinungs- 
winkel < z befinden 1). Wegen (18) ist insbesondere 


= WA A] 
Wiltis Yie = m set a r ka Eee 
(20) Ya, A Iz, &,) +3, Ar, Ye 
ae E A GETA rn, Nw, jaw Re 


Von der Formeln (19) und (20) ausgehend, läßt sich ähnlich 
wie für reelle e schließen, daß W, eine für alle reellen oder kom- 
plexen € mit |e| S Q, und alle (a,y,2) in T-+ S nebst. ihren 

E E ad A SAAT. ; 
partiellen Abteilungen Bee ar A stetige Funktion ihrer vier 
Argumente darstellt. Diese partiellen Abteilungen genügen einer 


H-Bedingung mit dem Exponenten 4. 


Wir setzen 
S N 5 A p PARO 
are Eey. | 92 
(21) (5) (2), f Z Ddh, 
1 2 


unter c‘') eine Konstante verstanden, wie später unter c®, (®,. 


wiß in der Kreisfläche |e| < O, analytisch und regulär. (Man beachte, daß eine 
Beziehung $ LŒ g > 0 auch noch für alle |e| < O, +ô gilt. Das gleiche ist 


bezüglich der Abbildung durch Vermittelung der Funktionen x, y, z zu sagen). 

1) Wir fassen hier, wie gelegentlich später, W,(z,, Ys, 2;) als Ortsfunktion 
in T-+S auf. Wir denken uns dabei in der üblichen Weise die Funktion 
Wele, Ye, Ze) die zunächst nur im Innern des Bereiches 7' erklärt ist, stetig 
über das ganze T -+ S fortgesetzt. 
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Aus (19) folgt unmittelbar, daß W,(x., y,,2,) für alle (x, y, z) 
im Innern und auf dem Rande des vorhin betrachteten Kegels und 
alle |e| < Q, sich in bezug auf e analytisch und regulär verhält '). 
Da dies für alle Kegel gilt, so ist W, überhaupt für alle (x, y, 2) 
in T+ S und alle e mit || S Q, in bezug auf die Gesamtheit 
seiner vier Argumente stetig und in bezug auf e analytisch und 
regulär. 

Es sei jetzt 7’, der Kreis vom Radius Q, um den Koordi- 
natenursprung als Mittelpunkt in der Ebene der Variablen e. Für 
alle I <S2S4Q, ist gewiß 


1 f Widò 


AZ F y = ip 
(22) H (TaY 2) = zmi) ô— Er ô 2, S 


In (22) bezeichnet W, denjenigen Wert, den das Potential 
W.(&,, Ye, 2.) erhält, wenn mann dem Parameter e den Wert 
ô = Q,” erteilt. 

Aus der Formel (22) sind in der eingangs genannten Arbeit 
zunächst die folgenden Sehlußfolgerungen' gezogen worden ?). 

Offenbar ist für alle |e| S Q und alle (x, y, z) in T+ § 


; oe 1 f T 
was ðe “anlO 


A 
Augenscheinlich hat Rn für alle je = Q stetige, der H- Be- 


dingung genügende partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug 
auf x, y und z. Denn W, hat für alle £ auf T, diese Eigenschaft. 
Wir schreiben 


€ | £ E 
de |. | dxde | | Ayde.’ | d2de | = 
x Al ; 
(24) 1 H em, ER. 
Irae jı Ixde)| — 


Beachtet man (24) und die Beziehung 


1) Der Beweis wäre ganz ähnlich wie in der Fußnote 2) 8 . 39 zu führen. 
2) Vgl. die Fußnote 2) S. 38, 
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(25) W"_-W=- fa "ede, 
so findet man die bereits auf S. 57 angegebenen Ungleichheiten 
4 $ PARI A 
I — WISQ; BALL 50. 
5x 92, So 
(26) ioW ə ow əv 
(= =) -(: . -) EST. 1), 
\dx dx /ı 21 


dx dr 


Aus der Beziehung (22) wollen wir jetzt einige weitergehende 
Folgerungen ziehen. Es gilt die Entwieklung 


= 2 e? 
eT) W, = Wo4 WOE WOH... 


Die Reihe rechterhand konvergiert für alle den Ungleichhei- 


ten (5), (6), (7) genügenden reellen oder komplexen E ni Ê n, È 
und alle | £| S QO unbedingt und aa Dabei ist 


D i Urn u a" 7 But W; 
To 
Die Funktion W™ hat für alle (x, y,2) in T+ S stetige, 
der H- Bedingung genügende Ableitungen erster Ordnung. Es gilt 
1) In (26) bezeichnen W und W in ausführlicher Schreibweise die Aus- 


drücke We, v, 2) und Wiz, Y, z). Die zweite und die dritte Ungleichheit erge- 
ben sich aus den Formeln 


3r 9% de ` an 


i9 W; 0 3y əW; 3 
fa da 5; M pA 3z 3% 


und den Ungleichheiten (21). 
Iw om 3w -oW 


Der Übergang von — — — ~ zu — —; bietet nicht die gering- 
or 0% IX dx 


a . Q 
EN A STAR, emf a= ôW g 
ERS € ö—e)% 9 


sten Schwierigkeiten. 


http://rcin.org.pl 


we, PPA zo 

RR a 

(29) ee) E= BE 
| dx i dx AE dhs, 


Für W® ergibt sich aus (19), da %,, wie übrigens auch 
X — X, von & unabhängig ist, der folgende Ausdruck: 


7 (n 1 4 =T, ð e! Že) N: (2; Le 
wo= fw- ngl Soti LAr + Yela 3 a 


Aw’, v’) r Aw, rA 


(30) Ze ei (Tes u tJa 1 
ER ee) 

Offenbar ist W® — W. Setzt man in EeDEe=N ‚ein, so fin- 

det man, da jetzt W, = W wird, 


(31) V=-WLOW®+ E ROH... 


Man überzeugt sich leicht, daß in W® die zu integrierende 
Funktion ein homogenes Polynom »-ten Grades inbezug auf 


ER iga -i jê- i, gÊ, D= ih Ët) 


und die partiellen Ableitungen erster Ordnung der drei zuletzt hin- 
geschriebenen Differenzen inbezug auf œ und »’ darstellt. Setzt 


man darum zur Vereinfachung "W"— W®, so findet man 


32) W=W+ 5 Wot aae E WE: 


f In W™ ist die zu integrierende Funktion ein homogenes Poly- 
nom nten Grades in E—E, n—n, (AR E = y — 7, 
und den partiellen Ableitungen erster Ordnung der drei zuletzt hin- 
geschriebenen Differenzen inbezug auf œw und v'. Die Entwicklung 


1) Der Beweis der Formel (30) bietet, da ja die Existenz von W() fest- 
steht, keine ernstlichen Schwierigkeiten dar. Man beachte vor allen, daß die zu 
integrierende Funktion für r—>0, mithin r, —> 0, von derselben Ordnung un- 
endlich groß oa wie die zu integrierende Funktion in (19), nämlich von der 
Ordnung 2 — 
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konvergiert unbedingt und gleichmäßig für alle reellen oder kom- 
plexen È, n Č; E, n, È, die den Ungleichheiten (5), (6), (T) genügen ')?). 
Es gilt weiter : 
aw € oW EN AE O A ; 
rr TAES Ir ta dx a 
(83) . AA awi IWD LIW® 
ð ay 11 3y ET E 


Y 


und auch diese drei Reihen konvergieren für alle (x, y. z) in T+ S 
und alle zulässigen £& n, &; E, ne unbedingt und gleichmäjig. 
Schließlich gelten die folgenden Beziehungen 


NAEH 


(34) OR je | Ben} 

Ta dx Pes 3x 2 Prie 
und die A Glieder rechts sind fiir alle (x, y,2) in T+ S und 
“alle (5). (6), (7) genügenden &,n,&; Ê, ņ, Ê absolut genommen kleiner 


als die einer konvergenten numerischen Reihe. 
In der Tat ist nach (22) z. B. zunächst 


e ale- E,- SET: ee 


,») Präziser, die Reihe 


o) 
= 
le 
te 
vw 
zen; 


(WIES wo) 1 Wat... 


konvergiert für alle (x, y, al in 7-85 und alle (5), (6), (7) genügenden reellen 
oder komplexen È n, Å; Ê, N, & gleichmäßig. 

2) Man könnte den Ausdruck WW), der bei festgehaltenen x, y, 2 ein 
Funktional in dem durch (5), (6), (7) erklärten Funktionsfelde ist, im Anschluß an 
die Klassifikation von Herrn Frechet als ganzes Funktional »-ten Grades be- 


zeichnen. Ersetzt man 8-87 7 n. Ê— È entsprechend durch m+ mg; 


mn + ha 1; m+ mé, unter §, $; n, N, E -nebst ihren Ableitungen stetige 
Funktionen verstehend, die den Ungleichheiten (7) genügen (u <4, H S} 


konstant), so geht Wr) in ein homogenes Polynom n-ten Grades von u, und u, über. 


http://rcin.org.pl 


45 
Aus (35) finden wir für s= Q in bekannter Weise 
a Ar) aE EL eL ELAN 
di (= )-( 32), = ar = 2ni då oY 2) - 9x Ja 
n= Io 


Wegen (21) ist der absolute Betrag des Koeffizienten von O" 
höchstens gleich 


Hieraus und aus der Ungleichheit O < = folgt aber unsere 


Behauptung. Natürlich kann man sich in den Ausdrücken W®™ die 
Integration über die Fläche 5 erstreckt denken, Auch kann man 
in (35) und (34) die Differentialquotientien nach x, y, 2 durch die- 


jenigen inbezug auf «, y, 2 ersetzen. 
Wir wollen jetzt die Funktionen &, n,& und damit den Be- 


reich T als vorgegeben betrachten und lediglich &n, als den 
Beziehungen (6), (7) gemäß variabel ansehen. Das Potential der 


Doppelbelegung W ist bei festgehaltenem (x, y, 2) ein Funktional 
in dem durch (6), (7) präzisierten Funktionenfelde. In der Formel 


(32) haben wir eine Entwicklung des Funktionals W nach ganzen 
Funktionalen n-ten Grades (n = 0, 1, 2,...) vor uns. 


83. 
Wir haben vorhin (vgl. die Formel (26)) Abschätzungen für 


die Differenz W— W sowie ihre partiellen Ableitungen erster 
Ordnung gefunden. Für manche Zwecke sind Abschätzungen für 
den Ausdruck 


(37) w i ww=W-W--QWo® 


und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung erwünscht. 
Wegen (28) ist mit Rücksicht auf QW® = W" 


ff di £ n= faf E| (% E aa 


IW, 
de 


(88), — (W), Say 


) WE We a: 
= g=0 
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Nun ist aber nach (22) 


2W; 1 W,dö 
(89) LA f Wad 
| gr mi) (6-2) 
O, 
also für alle £ Se S Q< -y wegen 
Q 1 2 
a , E 
2 den 
(40) 392 W;| IR 8 6 
Pu re ro 
| 593 
pE EPEA 
IJ ðe | 7 
und 
Q E g W- ; 16 
(41) fe — dE |S, O cO. 
E 0 ® BR 


Wir finden also endgültig für alle (x, y, z) in T+S und alle 
den Beziehungen (5), (6), (T) genügenden Ë, n, Č; nk gleichmäßig 


(42) w— w wo <@n:. 


Ebenso findet man die weiteren Ungleichheiten 


(43) S (w wwo] Om.. 


0) 


(WW wo) i= (5. - W— wo) IS! OMA, 
1 ci 


SI 


£ 


Man kann so weiter gehen. Man findet bsp. 
Ay. W—-W - WY -4W9 | <c®N8,.... 


Für manche Zwecke erweist sich eine andere Abschätzung, 
.zu deren Ableitung wird jetzt ubergehen. als wichtig. 

Wir nehmen jetzt, unter O, einen beliebigen Wert <;0, 
verstanden, an, daß & n, ¢; Ê n, © den folgenden Ungleichheiten 
genügen 
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il [El s40 s40 (E) -() <a 
ll) am -Esa 
E85 1 C- lna (E-i) - EE) 


Für alle reellen oder komplexen e mit |e| S40, ist alsdann bsp. 


ue. E+E- SISEH Staha =A. 
Wir setzen 


a)  W-W- En, wor. 


... 


a 


(48) W-W-We=1=,, W°4+ = Wal. 


ha 
und allgemein für alle reellen oder ae e mit |e| <40, 


; WARE, 
(49) WEW—W-IL=, WEL 5i WSF... 


€ 


. 
Den zuletzt gewonnenen Ergebnissen zufolge ist 
(50) LISAR. 


Bei der Anwendung der Ungleichheit (42) hat man dabei tür 
& n: 6; & n, entsprechend 0, 0, 0; E- e(ë— E) n+ eln— n), 
Č e(— į) zu setzen. Für &—£,... tritt jetzt also &+ e(Ê— Ẹ),... 
ein. Wegen (46) hat jetzt (), offenbar die Bedeutung der Grösse, 
die in (42) mit () bezeichnet wurde, Wir finden also in der Tat 
die Beziehung (50). Es sei jetzt I’, eine Kreislinie vom Radius 40, 
um den Koordinatenursprung in der komplexen Ebene e. Für alle 
E!ENS40, ist gewiß 


ii 1 X 1; [s Be ip 
(51) Be rt s= 3705 
Ti 
und 
(62) a 1 1; 


e mi) (= e a 
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darum wegen 


63) 6 ZFA En: 
offenbar 
5 
(54) wiss «N. Pi OM = ON, 
und 
x f | Por | 
(55) re een 
U) 


Wir finden also: 
Für alle (x, y, 2) in T+ S und alle den Beziehungen (45) ge- 
nügenden È, n, Č; &,n,& gleichmäßig gelten die Ungleichheiten 


(66) V--I=I(W-W- WOW —Ww—- WO <c®N,N 


und analog 
9] 2 aA 
(87) 1 OR a = SERE <c®N, Odh,..!) 
de de 92 ðk ðr dx 


Der Schwerpunkt des ER bewiesenen Satzes, der bei man- 
chen höheren Randwertaufgaben zur Verwendung kommt, liegt in 
den Ungleichheiten (57). 


In analoger Weise lässt sich zeigen, dass, wenn 
(8) L-W_w_ We _..— t we, p= wW Wo. | ww 
n! n! 
gesetzt wird, 


a1; aD... (dh) - 
1 
= -í T EOT 
gilt. 

Macht man bezüglich des Charakters der Randflächen und der 
Beschaffenheit der Belegungsfunktion geeignete weitergehende Vor- 
aussetzungen, so lassen sich die vorstehenden Sätze dahin erwei- 
tern, daß auch für partielle Ableitungen höherer Ordnung der 


1) Man kommt von (52) zu (57) ähnlich wie von (23) zu (26). 
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Potentiale W und W in Bezug auf die Ortsvariablen analoge Be- 
ziehungen gelten. 
Haben z. B. die Funktionen x; È, N, t; È, n, £ stetige Ableitungen 


bis zur Ordnung m (m>2) einschließlich, und erfüllen sie die Un 
gleichheiten 


E 1 een, 
en 

he = 
= ee) E), Er 

Ed Eb t-osan Ssa, 


(62) 


[3 
haré- 5) — (Eo) = 0a. 


d" y ary 
(= u p J: = M 
so gelten die zu ki analogen RR 


Re N, x 
wem. u 


|. [dx 


W-W\; 


nah W— w;. 2 .SsnN; 


(63) (ww )-(k we m), = S ONdh, 


13a" 


Desgleichen ist 


PIE pr Ar) DETO =1,::m) 
64 rom GE aA] 
ne en T CEDEO 
allgemeiner 

|Îĝ—iİ,|; ih SINN. ehem 
(65) ər 2 

fe) ea ehe 


1) Den Beziehungen (64) und (65) liegen Voraussetzngen zugrunde, die 
Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 4 
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Aehnliche Sätze gelten für das Potential einer einfachen Be- 
legung sowie für das Potential einer Volumladung, ferner für alle 
drei Potentialarten in der Ebene (logarithmisches Potential). In 
allen Fällen gelten u. a. Reihenentwickelungen, die zu (32), (33), 
(34) analog sind. ; 

Bei den vorstehenden Betrachtungen sind wir vor einer topo- 
logischen, den Beziehungen (5), (6), (T) genügenden Abbildung des 
Bereiches T -+ $ auf die Bereiche T+ Š und DE ausgegangen. 
Es mögen nunmehr &,,&; &n,& lediglich für auf S gelegene 
(2, y, 2), d. h. als Funktionen von w und » erklärt sein und Un- 
gleichheiten erfüllen, die zu (5), (6), (7) analog sind. Jetzt liegt augen- 
scheinlich lediglich eine topologische Abbildung der Fläche $ auf 
Š bzw. vor. Alle bisherigen Entwicklungen lassen sich sinnge- 
mäß auch auf diesen Fall anwenden, nur gelten die von uns ge- 
wonnenen Ungleichheiten und Reihen natürlich nur noch für alle 
(x,y,2) auf S. In den Reihenentwieklungen (33) und (34) ist die 
Differentiation nach x, y, durch diejenige nach œ und » zu er- 
setzen. 

Wir nehmen jetzt an, das die Fläche S stetig gekrümmt ist 
und ihre Hauptkrümmungsradien, als Funktionen von œ und v 
aufgefaßt, einer H-Bedingung mit dem Exponenten A genügen. 
Die soeben betrachtete topologische Abbildung der Fläche S auf 
$ und $ kann nunmehr wie folgt anders definiert werden. Es sei 
P(x, y, z) ein Punkt auf S, und es mögen q, ß, y die Richtungs- 
kosinus der nach innen gerichteten Normale in P bezeichnen. Ist 
Q, hinreichend klein, so triftt diese Normale und $ allemal nur 
in einem Punkte P bzw. Ê. Die Abstände PP, PP, positiv nach 
Innen gemessen, heißen p, p. Augenscheinlich kann man $ und § 
durch Vorgabe von p und p als Funktionen von œ und v bestim- 
men; sie erscheinen dann auf das System der krummlinigen Koor- 
dinaten w, v», p bzw. œ,» p bezogen. Setzt man im Sinne dieser 


Auffassung 
(66) = ap, n= p, È= yp; icap n — pp C= Yp; 
eine Verallgemeinerung der Ungleichheiten (45) darstellen. Man erhält sie, wenn 


man in (60) und (61) Q, durch ıQ,, in (62) aber O <Q, durch Q <0, 
ersetzt, j 
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so wird S auf Š bzw. Š topologisch abgebildet, wobei dem Punkt 
P allemal die auf derselben Normale zu S gelegenen Punkte P und 
P entsprechen. Da wir diesmal 'S als stetig gekrümmt und ihre Haupt- 


krümmungsradien als der H-Bedingungen genügend angenommen 


FERNE a] d 
haben, so haben é, ņ, 6: &, n, &, sofern P A er existieren und 
© 


der H-Bedingung genügen, die zu Beginn dieser Arbeit einge- 
führten Stetigkeitseigenschaften. Machen wir noch die weiteren 
Voraussetzungen: 


v 2w Jw 
a êp |= 
Ir A S Oðh; 
(67) N AA a ER ” 
in —(p—p)| ul 
ea, NET 
d SN] 


so sind für alle (x, y, 2) auf S, wenn Q, und Q hinreichend klein 
sind, auch die Ungleichheiten (5), (6), (7) erfüllt. 

Betrachten wir für einen Augenblick die Entwicklung (32). 
Ihre Glieder erscheinen jetzt als ganze Funktionale einer einzigen 
Funktion, nämlich der Ortsfunktion p—p auf S, während in der 
ursprünglichen Darstellung sie von drei verschiedenen Funktionen 


E— é, 7n— n, &—£ abhingen. 


4* 
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